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Resumo. Este trabalho apresenta um esquema numérico de avaliacdo do gradiente de
pressio para escoamentos bidimensionais incompressiveis utilizando malhas nao-
estruturadas. A metodologia empregada é semelhante a metodologia CVFEM (Control
Volume Based Finite Element) que utiliza malhas ndo-estruturadas para obtencdo dos
volumes de controle. Na discretizacdo dos termos fontes, das equacdes de Navier-Stokes,
s80 necessarias avaliacdes do gradiente de pressdo nos pontos nodais centrais de cada
volume de controle. E proposta uma forma alternativa de avaliacio destes gradientes, que
difere da formulag&o tradicional da metodologia CVFEM. E apresentada uma comparacao
entre o modelo aqui desenvolvido e outras duas formulagdes: a formulagdo que emprega
Diagramas de Voronoi, que também usa malhas ndo-estruturadas, e a metodologia
tradicional dos volumes finitos.
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1. INTRODUCAO

O uso de coordenadas generalizadas na solugdo numérica de problemas de mecéanica
dos fluidos est4 bastante consolidado e faz parte da maioria dos simuladores comerciais da
atualidade. Porém, o mapeamento de geometrias bastante irregulares em coordenadas
generalizadas, utilizando um mapeamento Unico, apresenta dificul dades.

Uma das solucdes disponiveis nos simuladores para este problema € o emprego da
técnica de multiblocos. Outra alternativa € o uso de malhas ndo-estruturadas onde o método
dos elementos finitos se destaca por apresentar grande versatilidade geométrica, porém,
sem garantir os principios de conservacdo nos volumes elementares. A busca de métodos
aptos a tratar geometrias bastante complexas e a0 mesmo tempo conservativos motivou o
desenvolvimento de metodologias que possuissem duas caracteristicas. 0 emprego das
técnicas de balanco de conservacéo das propriedades nos volumes elementares e a obtencéo



destes volumes a partir de malhas ndo-estruturadas. Estas metodol ogias foram denominadas
Control Volume Based Finite Element Method (CVFEM), das quais podemos citar as
desenvolvidas por Baliga & Patankar (1988) e Schneider (1988).

Para obter os volumes de controle elementares a partir de uma malha néo-estruturada,
dispbe-se de algumas técnicas. Uma delas € o método das medianas, onde o0s volumes séo
gerados a partir de uma triangulagdo, normamente encontrada no método dos el ementos
finitos. Esse processo de obtencdo dos volumes € empregado no modelo numeérico
desenvolvido neste trabaho e € comumente encontrado na metodologia CVFEM
desenvolvida por Baliga & Patankar (1988). Uma outra técnica de obtencéo dos volumes é
0 método das mediatrizes que origina os volumes ou diagramas de Voronoi (Taniguchi &
Kobayashi, 1991). Estes volumes constituem a base da metodologia dos Diagramas de
Voronoi, descritaem Maliska (1995) e Maliska & Vasconcellos (1998).

O presente trabalho propde a solugdo numérica das equacbes de Navier-Stokes para
escoamento de fluidos através de uma metodologia similar a proposta por Baiga &
Patankar (1988). Na discretizacdo dos termos fontes, das equacdes de Navier-Stokes, sdo
necess&rias avaliagbes do gradiente de pressdo nos pontos nodais de cada volume de
controle. Neste trabalho € apresentada uma forma de avaliacdo do gradiente de pressdo que
difere dametodologia original (Baliga & Patankar, 1988).

A metodologia dos Diagramas de Voronoi (Maliska & Vasconcellos, 1998) e a
formulacéo tradicional de volumes finitos (Maliska, 1995) servem como referéncia para a
avaliacdo do desempenho do método aqui desenvolvido.

Para validacdo dos esquemas numeéricos aplicados e comparagdes entre as
metodologias, o problema teste escolhido foi a conveccéo forcada em cavidade quadrada,
com solugéo de referénciaem Guiaet al. (1982).

1.1 Revisdo Bibliogréfica

As primeiras formulagdes envolvendo volumes poligonais gerados a partir de malhas
triangulares surgiram na década de 70. Esta nova metodologia, baseada nos Polygonal
Control-volumes, foi denominada Control Volume Finite Element Method - CVFEM
(Baliga & Patankar, 1980). Outra variante desta metodologia desenvolveu-se na década de
80, e pode ser vista em Schneider (1988).

Paralelamente, outras metodologias se desenvolveram baseadas em malhas néo-
estruturadas. Algumas usam a propria triangulacéo para representar os volumes de controle,
como € o caso de Mavriplis (1992), e outras, através do método das mediatrizes, geram os
volumes de Voronoi (Taniguchi et al., 1991 e Maliska, 1995), onde sdo feitos os balancos
de conservagéo.

O emprego destas metodologias, que usam malhas ndo-estruturadas, progrediu
modestamente dentro do Método dos Volumes Finitos (MVF), que sempre foi amplamente
aplicado na mecanica dos fluidos computacional, por basear-se na conservacéo das
propriedades em um volume de controle elementar. O grande destague era 0 uso de
coordenadas generalizadas para discretizacdo do dominio, que se difundiu rapidamente no
MVF devido a facilidade de geragdo das malhas, que neste caso, séo estruturadas.

Com as dificuldades encontradas para discretizacdo de geometrias muito irregulares
através de coordenadas generalizadas, a discretizagdo em mal has ndo-estruturadas tornou-se
novamente alvo de estudo. Dentro da mecanica dos fluidos computacional, varios sdo 0s



trabalhos recentes que utilizam malhas ndo-estruturadas, como (Taniguchi & Kobayashi,
1991) e (Venkatakrishnan, 1996).

Atualmente, com emprego cada vez mais frequente de malhas ndo-estruturadas, é
crescente o interesse pelos métodos de avaiagdo de gradientes de pressdo na solucéo
numeérica das equactes de Navier-Stokes. Exemplos podem ser vistos em Maliska (1995),
Peterset al. (1997), Cardoso (1997), Vasconcellos e Maliska (1998).

2. FORMULACAO

A formulagéo apresentada aqui, como comentado anteriormente, € similar a proposta
por Baliga e Patankar (1988). A discretizacdo das equacdes e 0 emprego da funcdo de
interpolacéo segue aformulagdo CVFEM original. A principal motivacdo para a proposicéo
de uma nova avaliacdo dos gradientes de pressdo € devida a assimetria que a triangul acéo,
gue origina a construcao dos volumes de controle pode oferecer.

2.1 Construcao do volume de controle pelo método das medianas

Este método consiste em unir o centro geométrico dos tridngulos aos pontos médios
dos lados dos triangulos. A Figura 1.a representa volumes construidos por este método.

a) Volumefinito obtido pelo b) Elemento triangular que compde
processo da mediana 0 volume da mediana

Figural—Volume de controle
2.2 Equagbes Gover nantes
Admitindo o fluido como Newtoniano e adotando um sistema de coordenadas

cartesianas (X, y), temos, para problema convectivo/difusivo bidimensional transiente, as
seguintes equagdes diferencias:
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As Equagdes (1) e (2) sao as equagdes de conservagao da quantidade de movimento em
X ey respectivamente. A Equacéo (3) € a equacdo de conservacdo damassae aEq. (4) éa
equacdo de conservacdo na forma geral para uma variavel genérica ¢ , ome I~ €o0
coeficiente difusivo, S representa o termo fonte, p €éa massa especifica do fluido e t
representa o tempo. A Equacdo (4) pode ser escrita naforma

%(p(p)+ D.(j)= s? ()
com
J=pNe-T?%p (6)

onde J representa o fluxo total (advectivo e difusivo) e V é o vetor velocidade.
2.3 Discretizacao das equacgoes para ¢

A integracdo das equactes de conservacdo segue a formulagdo bésica da metodologia
CVFEM (Baliga & Patankar, 1988). Esta integracao € realizada sobre o volume de controle
P1, representado na Fig.l.a. Note que este volume é formado por varios elementos
triangulares que contribuirdo individualmente para obtencdo das equagdes aproximadas de
cada volume. O sub-volume de controle 1aoc, hachurado na Fig. 1.b, é parte do volume de
controle no qual é redlizada aintegracdo. Portanto, o elemento triangular 123 contribuira no

balanco total das propriedades do volume com dois fluxosJ, um para o segmento ao e

outro para o segmento oc, calculados nos pontos r e t da Fig. 1.b, respectivamente.
Portanto, integrando a Eq. (5) no volume de controle Py, temos
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Detal hes sobre esta integragéo podem ser vistos em Schneider (1998).
2.4 Funcao de interpolacéo para a pressao

A funcdo de interpolacdo tem o objetivo de avaliar o vaor de uma propriedade
gené&icag nainterface do volume de controle bem como suas derivadas. Quando se trata
de uma propriedade genérica ¢ ,aidéa basica € aplicar esta funcéo de interpolacdo na
direcdo média do escoamento. A funcdo de interpolacéo assume a forma de uma superficie



exponencial que é funcdo do nimero de Peclet. Entretanto, para 0 caso da presséo, em
funcdo de sua natureza el iptica uma aproximagao linear é satisfatoria

Para a obtencdo desta equacdo, considere o elemento triangular 123 da Fig. 1.b. Este
elemento é parte integrante do volume de controle Py, gerado na Fig. 1.a. Sobre os pontos 1,
2 e 3 sdo armazenados os valores das propriedades, inclusive os valores para a presséo. A
funcdo de interpolacdo para a pressao p, € obtida construindo-se um plano entre os pontos
1, 2 e 3 com os valores de p armazenados nestes pontos. Desta forma temos

p=dx+ey+ f )
onde
d= [(y2 = ys)pu + (v3 = ya)pz + (1 = y2)s] ©
denom
o= [0 = x5 )p1 + (0 = X3 )Pz + (2 = X003 (10)
denom
f = [(x2y5 = Xs¥2)p1 + (a¥1 = XaY1)P2 + (Y2 = Xo¥1)ps] (11)
denom
denom = XY, + XpY3 + X3y1 ~ Xo¥1 ~ X3Y2 ~ X1 Y3 (12)

Portanto, a Eq. (8) é uma funcdo de interpolacdo que nos permite determinar um valor
de pressdo e de suas derivadas em qualquer ponto interno do elemento triangular 123, em
funcao das coordenadas X,y deste ponto.

2.5 Avaliacéo dos gradientes de pressao

A integral da equacdo de conservagdo da quantidade de movimento € idéntica a da
equacdo de conservagdo de ¢ (Baliga e Patankar, 1988), exceto pela presenca da integral
envolvendo o gradiente de press&o. Para aproximar esses gradientes fazemos uso da Eq. (8),
e asintegrais resultam

f Pp dv = id (13)
0Xx 3
laoc
| P v =Peo (14)
oy 3

laoc

onde A. representa a area do elemento triangular 123.

As expressdes resultantes das integrais das Eq. (13) e (14) sdo adicionadas ao termo
fonte das equacdes de conservacdo de quantidade de movimento de u e v, respectivamente,
em cada elemento triangular 123 que compde o volume elementar,. Esta € a formulacéo
proposta em Baliga e Patankar (1988).



Uma forma alternativa de avaliar este termo fonte € calculando a integral diretamente
no volume de controle, obtendo, paraisso, um gradiente de presséo representativo para este
volume como um todo. Os termos de pressdo, dados pelas Eq. (13) e (14), podem ser
substituidos por um termo fonte de pressdo equivalente, avaliado diretamente na equagédo
do volume de controle V, da seguinte forma

Mgy =% v
Vax 0Xx

I@ av = v
v oy |,

(15)

(16)

onde o gradiente em p é o gradiente representativo do volume de controle, e Vp € o volume
da célula de integracdo. Uma forma de avaliar o gradiente em p é fazé-lo em funcéo dos
gradientes de cada um dos n elementos que compde o volume. Podemos escrever este

gradiente como

Xml'niE

382 e

ap i=1
F n
P ZQXM Xml'n‘i)
=1
© Hap H
5 ;Ey , le'niE
o =
0 n
o Z(‘Ymax _Ymin‘i)

1=1

(17)

(18)

onde X,Y méximos e minimos podem ser visualizados naFig. 2.
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Figura 2 — Par@metros para o célculo do gradiente de pressdo no volume



Note que esta formulacdo difere daquela proposta em Maliska (1995) e Cardoso
(1997), onde os somatérios sdo0 redlizados sobre segmentos. Aqui estes somatorios
envolvem os elementos triangulares, onde o gradiente de pressdo particular de cada
elemento triangular i € obtido derivando a funcdo de interpolacéo, como feito para as
Eqg. (13) e (14). A Figura 2 ilustra um volume de controle onde esta aproximacdo € usada
para a determinacdo do gradiente de pressao.

A motivacdo para a proposicdo das Eq. (17) e (18) surgiu da observacdo de algumas
situacOes particulares. Considere a Fig. 2 onde dois elementos triangulares de formato
achatado estdo numerados. Note que um gradiente de presséo cal culado na direcéo x para o
volume centrado em P, através da Eq. (13), considera que os elementos 1 e 2 contribuem de
forma igual, pois possuem a mesma area. Porém, o elemento de niumero 2 ndo deveria
afetar fortemente o cdlculo do gradiente de pressdo, uma vez que possui dois pontos bem
acima e afastados do centro P do volume. Ja na Eq. (17) proposta, o elemento 1 terd uma
maior contribuicdo para o cdculo do gradiente, pois os pesos seréo dados em fungdo das
dimensdes maximas dos el ementos.

Vale lembrar que na discretizacdo estruturada, a determinacdo deste gradiente €
diretamente obtida por diferencas centrais, pois 0s pontos de pressdo vizinhos estéo
alinhados com o centro do volume no qual se desgja determinar o gradiente, néo
necessitando um tratamento especial, como foi aqui descrito. Ja para os diagramas de
Voronoi uma formulacdo similar a esta € necessaria, pois varias contribuicdes para o
gradiente de presséo sao dadas pel os diversos pontos que estdo conectados ao ponto central,
onde se desgja determinar o gradiente (Maliska, 1995). Outros trabalhos envolvendo este e
outros aspectos podem ser vistos em Peters et al. (1997), Cardoso (1997) e Vasconcellos e
Maliska (1998).

3. PROBLEMA TESTE: Conveccao Forcada em Cavidade Quadrada

O problema de conveccéo forcada de um fluido incompressivel em uma cavidade
guadrada € resolvido para um escoamento bidimensiona laminar e em regime permanente.
Este problema é cléssico naliteratura para testes de novos algoritmos.

A cavidade tem dimensfes unitérias e possui a tampa superior mével e com velocidade
horizontal também unitéria. todas as demais velocidades sdo nulas nas faces. As equacdes
governantes para este problema sdo as Eq. (1), (2) e (3), extraidos os termos temporais.

Este problemafoi resolvido para dois valores do niUmero de Reynolds, Re= 400 e Re =
1000, em com uma maha: 29 x 29 volumes, conforme aFig. 3.

Figura 3 — Discretizacdo do dominio



E importante destacar que a Fig. 3 tém cardter apenas ilustrativo e ndo representa o
nimero de volumes exato utilizado na obtencdo das solugdes. As Figuras 4 a 7 apresentam
os resultados obtidos.
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De acordo com as figuras 4 a 7 podemos verificar que o modelo baseado na
metodologia CVFEM apresentou um desempenho satisfatorio para este caso em particular,
umavez gque a solucdo numérica aproximarse da solucdo de referéncia.

Tanto para Reynolds 400 como para Reynolds 1000, observa-se que a solucédo obtida
pela metodologia VVoronoi (Maliska et al., 1998) aproxima-se mais da solucéo de referéncia
(Guia et a.,1982) que as solucdes obtidas no presente trabalho e na metodologia
estruturada (Maliska, 1995). Uma das causas deste resultado se deve a menor difusdo



numeérica introduzida através das funcdes de interpolacdo utilizadas na metodologia
Voronoi, que, paraa malha empregada, tem melhor desempenho que as demais.

Os resultados de Guia et a. (1982), sdo consideravelmente diferentes dos demais
resultados pelo fato de utilizar uma malhamais refinada (129 x 129 volumes).

4. CONCLUSOES

O objetivo deste trabalho foi a apresentacéo e testes iniciais de uma forma aternativa
para o célculo do gradiente de pressdo em malhas ndo-estruturadas comumente encontradas
na metodologia CVFEM descritas por Baliga e Patankar (1988). A implementacdo do
método no presente trabalho foi similar a proposta pelo CVFEM.

A formulag@o proposta aqui para o caculo do gradiente de pressdo, foi redlizada
segundo os desenvolvimentos presentes nas metodologias que utilizam malhas néo-
estruturadas, como por exemplo, Maliska (1995) e Cardoso (1997), Maliska e VVasconcellos
(1998).

A comparagdo foi realizada com a metodologia dos Diagramas de Voronoi (Maliska e
Vasconcellos, 1998), que também utiliza malhas ndo-estruturadas, e a metodologia
tradicional de volumes finitos para malhas estruturadas (Maliska, 1995). Esta
comparacaéo teve como intuito verificar o comportamento do algoritmo proposto neste
trabalho em relacdo aos outros dois. Nas diferentes metodologias aplicadas, preservaram-
se as formulagdes bésicas de cada método, como fungdes de interpolacéo e acoplamento
presséo-vel ocidade.

Os resultados obtidos neste trabalho mostraram que a formulagdo proposta para o
célculo do gradiente de pressdo ameniza as discrepancias geomeétricas que possam influir na
aproximagdo destes gradientes, decorrentes de uma discretizacdo bastante irregular. Estéo
sendo conduzidos testes comparativos entre a formulagéo proposta e a formulagéo CVFEM
afim de mensurar este comportamento.

A implementagdo do codigo computacional agui apresentado para o calculo do
gradiente de pressdo, ndo difere, em complexidade, da formulacdo original da metodologia
CVFEM.
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Title: Pressure Gradient Evaluation in Non-structured Grids for Incompressible
Flows

Abstract: Thiswork reports a numerical scheme for the evaluation of the pressure gradient
in the momentum equations when non-structured grids are used. The methodology is based
on the well-known CVFEM of Baliga and Patankar. The proposition aims to minimize the
effects of the distortion of the grid on the pressure gradient calculation. The results are
compared with the classifical formulation of finite-volume using structured grids and the
non-structured formulation using Voronoi diagrams.
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